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RGSM - 可達灰色結構模型法的提案 

 
 

摘要 
 

從傳統的灰結構模型法(Grey Structural 
Modeling；GSM)的介紹，接著簡述筆者提案的

可達灰結構模型法 (Reachable Grey Structural 
Modeling；RGSM)，本論文的目的是為記述傳

統灰結構分析法(GSM)，適用 MSM (Matrix 
Based Interpretative Structural Modeling)提案另

一種新的可達灰結構分析方法：RGSM，應用

於教育的安定狀態解析，其將資料分析研究與

可視化，不僅在於教育測驗統計之應用上，而

且在工學研究上，也很適實用。最後，以一個

教育測驗為例。 

關鍵詞：灰結構模型法、GSM、可達灰結構模

型法、RGSM、MSM、安定狀態解析 
 

Abstract 
 

From the introduction of traditional Grey 
Structural Modeling (GSM) to the brief 
proposal of Reachable Grey Structural 
Modeling (RGSM) by the researchers, the 
purpose of this paper is to describe the 
traditional grey structural analysis via Matrix 
Based Interpretative Structural Modeling 
(MSM), and propose another new grey 
structural analysis method: RGSM. It applies 
to analyze stable state of education, which 
can analyze and visualize data. It not only 
applies in educational measurement and 
statistics but also applies in engineering 
research usefully in the future. Finally, one 
educational test is given as example. 

Keywords: Grey Structural Modeling, GSM, 
Reachable Grey Structural Modeling, RGSM, 
MSM, stability state analysis. 

1. 前言 

詮釋結構模型法 (Interpretative Structural 
Modeling；ISM)由 J.N. Warfield 為分析複雜社

會經濟系統的有關問題而開發的一種常用的

階層式結構模式，透過 ISM 的計算，可計算出

不同類型元素之間的關聯構造階層圖，這種關

聯構造階層圖是一種階層有向圖 (Warfield, 
1982)。5W1HISM 是一種語義結構組成的分析

方法，由永井正武教授 1989 年所提出，這是

結合 5W1H 解析方法，以數學方法找到最大

（強）值和最低（弱）值，進行比較並篩選出

語彙的方法，成為新產品創新設計發展的語彙

特徵(Tsai, Nagai, and Chung, 2002；Tsai, and 
Chung, 2003；)，此方法仍建立在原有 ISM 結

構模式下。但是在 ISM 的運算時，概念間採主

觀的判斷，且只接受 1 與 0 的二元資料。為了

改善這個限制，Tazaki 與 Amagasa 等人提出了

模糊詮釋結構模式(Fuzzy-ISM, FSM)，利用模

糊理論之演算法結合 ISM，改進了傳統 ISM 受

限於二元資料的限制 (Tazaki, and Amagasa, 
1979) 。 灰 色 結 構 模 型 法 (Grey Structural 
Modeling, GSM)則是由 Yamaguchi、Li、Nagai
提出，利用灰色理論之灰關聯分析，透過實際

的數據計算概念結構，改良了傳統 ISM 採用主

觀判斷的模式 (Nagai, Yamaguchi, and Li, 
2005)。粗糙集結構模型法 (Rough Structural 
Modeling, RSM)，將決策系統的約簡與核建立

有結構性的規則，有別於 FSM 的 與 GSM 的 
階層化 (Nagai, Chen, Tsai, Ching, and Sheu, 
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2013；Sheu, Chen, Tsai, Tzeng, Deng, and Nagai, 
2013；Sheu, Tsai, Tzeng, Chen, Chiang, Liu, and 
Nagai, 2012)。ISM、5W1HISM、FSM、GSM
和 RSM 這些結構模式所畫出來的概念圖都各

有其優點。但是這些模式都只能夠呈現同一系

統中因子或概念間的結構圖，對於位在不同系

統的結構圖是無法呈現它們的關係和結構，而

MSM 理 論 (Matrix Based Interpretative 
Structural Modeling Theory)，嘗試引入可達化

矩陣的計算，期望透過可達矩陣的收斂，將不

同系統的結構圖，企圖找出位於不同系統中因

子之間的關係和結構，以及系統與系統之間的

關係和結構，克服此一缺點。 
本研究欲提案RGSM－可達灰色結構模型

法，就是基於灰色結構模型法的整體灰關聯

度，當其原始結構圖過於複雜，而其原始的簡

式結構圖並無具體收斂效果，只是簡化圖形，

無實際有效意義，嘗試引入可達化矩陣的計

算，期望透過可達矩陣的收斂，利用其理論可

將不同系統的結構圖，企圖找出位於不同系統

中因子之間的關係和結構，以及系統與系統之

間的關係和結構的方法，進一步再取其簡約結

構圖，在資訊信息或數據處理有安定結構上的

意義，在教育學習上的安定解析也有其應用價

值(Sheu, Chen, Tsai, Ching, and Nagai, 2013)。 
這篇論文提案 RGSM，是基於 MSM 的理

論進行擴張。MSM 理論(永井正武、蔡清斌、

陳姿良，2013；Nagai, and Tsai, 2013)已在 ISM，

5W1HISM，FSM，RSM 證明其相容性(Tsai, 
Chen, and Nagai, 2013；Nagai, and Tsai, 2013)。
以下將說明 ISM 原理與原始 GSM 原理。 

1.1 詮 釋 結 構 模 型 法  (Interpretative 
Structural Modeling；ISM) 

詮釋結構模式(ISM)是由 J.N.Warfield 於
1976 所提出的數理分析方法，是將複雜系統

中，不同類型元素之間的關係，轉變為關聯構

造階層圖的數理方法(Warfield, 1974, 1976)。運

用在分析上，係利用圖解理論(Graphic Theory)
中的階層有向圖(Hierarchical Digraph)，來描述

不同類型元素之間的關係。如此可使複雜系統

中片段、抽象化的不同元素，轉變為具體化、

全面化的關聯構造階層圖。因此，在複雜的系

統中可以將不同類型元素之間的關係，由片

段、抽象化的要素，轉變為具體化、全面化的

關聯構造階層圖，可以釐清複雜事態的結構

(Tzeng, Tsai, Nguyen, and Nagai, 2013)。 
運用 ISM 於行列式中時，必須排列各要

素間的關係，以「1 和 0」  的二值表示各要

素相關或不相關，將事件中的所有構造要素，

顯且易見轉變成關聯構造階層圖，而得到各構

造要素的分佈位置。 

1.2 灰 結 構 模 型 法  (Grey Structural 
Modeling；GSM) 

系統的結構分析通常是十分複雜，很難直

接對系統資料或信息進行分析，因此常藉助模

型來分析系統的結構。模型是傳達事物的一種

表示方法，也是理解、分析、開發或改造事物

原型的一種常用手法。GSM 根據 Nagai、
Yamaguchi 與 Li 提案的 GRA(Grey relational 
analysis)算出 LGRA 與 GGRA 之灰關聯度以及

排序(Grey relational ordinal)，依據灰關聯度數

值進行比較，當其中的一方有較大的值時，就

被認定為較重要的項目，而成為結構系統排列

的準則。GSM 的基本思惟如圖 1 所示，以 Y
軸為 LGRA，以 X 軸為 GGRA 演算出來的二

維平面圖(Digraph)。GSM 的算法如下所示： 
  步驟1：根據永井正武所提案的 GSM 結
構分析理論(Yamaguchi, Li, and Nagai, 2005, 
2007)進行矩陣排列，是採用分層法中之敏考斯

基 距 離 (Minkosky distance)(Yamaguchi, Li, 
Mizutani, Akabane, Nagai and Kitaoka, 2006, 
2007；Nagai, Yamaguchi, et al., 2005； Liang, 
Lee and Nagai, 2011；Wang, Sheu, Liang, Tzeng 
and Nagai, 2011)，以Matlab軟體進行運算，計

算出灰關聯度及排序，能夠呈現出整體研究結

果的排序狀態。 
比方，以教育領域常使用的SP表為例時，

令 i  為受測者(學生)， j  為試題，定義其原

始矩陣，其中 mji ,,2,1,  ， 10  ij ，接

著運用永井灰關聯度排序(Yamaguchi, Li, and 
Nagai, 2007)，其範圍為 ]1,0[ 。 

因此局部灰關聯度LGRA(Localized grey 
relational grade)公式如式(4)，其中，而整體灰

關聯度GGRA(Globalized grey relational grade)
公式如式(5)，經由上述的局部灰關聯度與整體

灰關聯度公式的計算結果，可以得到GSM 結
構圖，而能分析研究結果的排序，同時也可以

進行集群分析(Cluster analysis)，找到圖形的階

層關係。 
  步驟2：GSM 階層結構的分析處理方式 
  當 C  是代表一個階層結構時，這個階層

則是由一群結構元素所組成，其公式為： 

    }{ 0   ijji eC          
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其中， nji ,,2,1,  且   為階層係數，其範

圍為 10   ，所形成的矩陣 E 如以下公式所

示。 

  





















nnnn

n

n

eee

eee

eee

E


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


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22221

11211

       

    對於集合 iC 與 jC ，定義多層級階層集合

為  jiij CCQ  ，其誤差值為 jiije 00   ，

界定其範圍為 10  ije ，且 0iie 。 

優先進行排序的集合為 iC 時，需要滿足下

列兩個條件： 
條件1 iC  是所有尚未排序集合中的基數之最

小，亦即 i
i

i CCcard


min}{ ： 。 

條 件 2 對 於 任 意 尚 未 排 序 集 合  jC ，

;,,2,1 mj  ，必須滿足 ji CC  。 

  步驟3：階層結構的劃分方式是根據永井

正武的階層理論 (Yamaguchi, Li, and Nagai, 
2007)，GSM 結構圖的階層劃分，是將數個有

相關的元素集群在一起，公式如下：
 

  },),{( 00 jiijji xxP          (1) 

其中，  是一個共同係數，其範圍介於 

10  ，二者之間可以是共同的關係，可表

示為 ),( ji xx ，P  也可以是經由上、下之間的

關係所組成。 
 

2. 可達矩陣灰結構模型法 

可達矩陣灰結構模型法，是 MSM (Matrix 
Based Interpretative Structural Model)的一個特

例，其利用傳統 GSM 結構模型中的 LGRA 與

GGRA 之灰關聯度以及排序(Grey relational 
ordinal)，建立在 MSM系統下的可達矩陣(Sheu, 
Chen, Tsai, Ching, and Nagai, 2013)，所形成的

結構圖，以下敘述 MSM 定理(Tsai, and Nagai., 
2013)與筆者提案的 RGSM 定理，以及系統與

系統間的結構圖(Nagai, 1989, 2001；Nagai, and 
Tsai, 2013)。 
 

 

圖 1 GSM的圖像處理流程 
資料來源：“Matrix Based Interpretative Structural Modeling,” International Journal of Kansei 
Information, Vol. 4, No. 3, pp. 173 
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2.1 MSM (Matrix Based Interpretative 
Structural Model)定理 

MSM 是由蔡清斌與永井正武於 2013 年提

出，旨在分析不同系統上，其系統與系統間的

結構關係，其利用 MSM 系統下的可達矩陣，

所形成的系統間的結構圖 (Nagai, and Tsai, 
2013)。 

定義 1：  MSM 定理 
假設MSM的系統結構如下： 
  ),,( fTMMSMW                   (2) 

    其中， kMM  是一個因素集的聯合矩

陣。設T為結構矩陣，
 


Mr

rTT


 。 f 是可達

函數.   
TMMf : ,  

},|),{( MmmmmMM jiji  , 

rijji Tmmmf ),( . 

 
由於 f 是可達的映射函數，則 f 滿足以下： 

1. 自反律： iformmmmf iiii  1),(  
 

2. 反對稱律：

jiformm

mmmmmm

mmfmmf
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3. 傳遞律： 

kjiformm

mmmm

mmf

mmfmmf

ki

kjji

ki

kjji








,

1),(

1),(,1),(

 

2.2 RGSM (Reachable Grey Structural 
Modeling；可達灰結構模型法) 

可達灰結構模型法是將傳統灰結構模

型，是計算 LGRA 與 GGRA 之灰關聯度以及

排序(Grey relational ordinal)，並透過共同係數  
 的調整，再透過 MSM 法的路徑聯結。形成

唯一的安定狀態二維平面圖(Digraph)。定義與

定理敘述如下：  

定義 2：建立原始數列 

建立原始數據之參考數列 0x 和比較數列 ix ，

ni ,,2,1  ， lk ,,2,1  ，如下所示。 
  ))(,),(,),2(),1(( 00000 lxkxxxx   

  

))(,),(,),2(),1((

))(,),(,),2(),1((

))(,),(,),2(),1((

))(,),(,),2(),1((

22222

11111

lxkxxxx

lxkxxxx

lxkxxxx

lxkxxxx

nnnnn

iiiii




















   (3) 

定義 3：局部性灰關聯度 (LGRA)公式  

  





i
i

i
i

ii
i

ioi
xxxx

xxxx
xx










00

00

0
minmax

max
),(              

                                     (4) 
    當  1 時，稱為敏考斯基模式灰色

關聯度， 2 也稱為歐幾里徳模式灰色關聯

度。 

定義 4：整體性灰關聯度 (GGRA)公式  

  R
xx

xx
xx

ji
ji

ji

jiij 





 


maxmax

1),(   (5) 

為整體性灰關聯度計算時的敏考斯基模式灰

關聯度。 

定義 5：從屬灰集合 (grey subordination sets) 
  ),,,,,,,( 21 nji xxxxxS  ,其中 

  





i
i

i
i

ii
i

oi
xxxx

xxxx










00

00

minmax

max
，如式(4)定

義, 10 00  ji  , ：敏考斯基距離維度。  

定義 6： W 的鄰接矩陣 
設  ][ ijmA 

 
是 W 鄰接矩陣， ni ,,2,1  , 

nj ,,2,1  . 若 ix  是第 i 向量，則 
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(6) 

定義 7： W 的可達矩陣 
若 ][ ijmA 

 
是 W 的可達矩陣， IAB  ，

且 nn BBBB  12  ， nBT         (7) 
則稱此T

 
是 W 的可達矩陣。 

定義 8： W 的可達函數 
若 f  是一函數 TAf : ，其中 ][ ijmA 
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是 W 的鄰接矩陣，且 T
 
是 W 的可達矩

陣。則稱此 f
 
為 W 的可達矩陣。 

定義 9： 整體灰關聯函數 
若 f 是一函數 RSSf : , 

},|),{()( SxxxxSS jiji  , 

R
xx

xx
xxf

ji
ji

ji

ijji 





 


 

maxmax
1),( (8) 

 其中 S  向量集合的因子，且 R
 
是實數集

合。則稱此 f 為整體灰關聯函數。 

用S (grey subordination sets)取代MSM中

的M (union matrix sets of factors)，則RGSM的

結構化系統的定理如下： 

定理：RGSM的結構化系統 
假設RGSM的結構系統如下：  

),,( fTSRGSMW                   (9) 

  其中，(i) 設 S 是灰色的隸屬集。(如定義5) 
       (ii) 設 T 為灰色關聯矩陣， 

Sr
rTT


 .   

 (iii) f  是映射(可達的函數)，
RSSf : ,  

其中， },|),{( SxxxxSS jiji  ,  

Rxxf ijji  ),( . 

 (iv) ][ ijmT 
 
是  W 的灰色隸屬矩

陣， nji ,,2,1,  。 

 (v)  若 ix  是第 i 個 S 的向量，則                            
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   (vi) RSSf :  是整體灰關聯函， 
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  W 為可達矩陣滿足下列條件： 

TT

ITT




2                     (11)  

則  ),,( fTSRGSMW  被稱為W 的可達

灰色結構系統。 

 

證明：  

  ),,( fTSRGSMW    (由式(9)) 

(i) 矩陣運算是利用布爾運算符規則(由式(7))。 
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ITT   

(ii) nn BBT  1  (同樣，由式(7))。 

  TBBBBTTT nnnn  22
 

TT  2
 

由 (i) 和 (ii) ，它是完全的證明。             

  ),,( fTSRGSMW  是 RGSM 的結構化系

統。                                  ■ 

3. GSM 與 RGSM 範例 

本文提案 RGSM 結構系統與傳統的 GSM
結構系統，將以下列範例展現兩者的差異性。 

範例：設 GMS 結構矩陣 G，如下所示： 

               54321 QQQQQ  
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而經過可達矩陣運算後，其可達矩陣 RG，如

下所示： 
     54321 QQQQQ  
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經可視化圖示，圖 2 為 GSM 原結構圖，

圖 4 為可達矩陣 RGSM 結構圖，圖 3 採原始

GSM 約簡路徑的簡式結構圖，亦即路徑 Q1 到

Q2、Q2到 Q3、Q1到 Q3的結構圖，會約簡掉路

徑 Q1 到 Q3 的三角路徑約簡 [15]。圖 5 此採

RGSM 約簡路徑的簡式結構圖，只留下最基本
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的結構，比較圖 4 與圖 5，可知被約簡掉的路

徑 Q1 到 Q3、Q1 到 Q4、Q1 到 Q5、Q2 到 Q4、

Q2 到 Q5、Q3 到 Q5，留下最基本的路徑 Q1 到

Q2、Q2到 Q3、Q3 到 Q4、Q4到 Q5的最短距離

的路徑結構圖；而圖 2 與圖 3，可知路徑 Q1 到

Q3 被約簡，而 Q1到 Q5沒被約簡。 

 
   圖 2 GSM-原式      圖 3 GSM-簡式 
 

 
  圖 4 RGSM-原式     圖 5 RGSM-簡式 
資料來源：研究者自行繪製 

4. RGSM 演算與實例 

此實例，採 8 位受測學生，進行 9 題數學

科選擇題考試，其答題反應，答對就填入「1」，
答錯就填入「0」，此次測驗學生試題表，如表

一所示。 

表 1 學生試題表 

S\P P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9

S1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

S2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

S3 0 1 1 1 0 0 0 0 0

S4 0 0 1 1 1 0 1 0 0

S5 0 0 0 1 1 1 1 1 0

S6 0 0 1 0 1 0 1 1 1

S7 0 0 1 1 1 1 1 1 1

S8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
資料來源：研究者自行整理 

將表1數據經過GSM的計算，並劃出GSM
結構圖(如圖 6所示)與GSM簡式結構圖(如圖 7
所示)，同時進行可達矩陣運算並劃出 RGSM
的簡式結構圖(如圖 8 所示)。可以發覺原 GSM
結構 S1 答題和 S2、S3、S5 最為相近，S2 和

S3 最相近，S3 和 S4 最相近，S4 和 S5、S6、
S7 最相近，S5 和 S7、S8 最相近，S6 和 S7、
S8 最相近，而 S7 只和 S8 最相近，在此最相近

的意思是指，答對題數最相關也最為接近，在

此是利用閾值=0.3 為切值。 
在經過傳統 GSM 的簡式結構圖與 RGSM

的簡式結構圖比較，只差別在 S1 和 S5 連線，

依表 1 可知道 S1 和 S2 在 P4、P5、P6、P7、
P8 與 P9 都答錯，而 S1 和 S5 在 P1、P2、P3、
P9 都答錯，在 P6 都答對，所以，S1 和 S2 的

相關度比 S1 和 S5 高，而且，依照 RGSM 結構

圖，有單一簡約路徑，知道 S1 和 S2 可進一步

互相討論試題，S2 和 S3，S3 和 S4，S4 和 S6，
S6 和 S5，S5 和 S7，S7 和 S8，兩兩互相討論，

一來 RGSM 保留原有 GSM 的相關結構，二來

單一路徑可簡化教學上複雜的結構，在此例更

能清楚讓兩兩學生，在作答後的檢討題目上，

依序互相討論與教導，進而解決對試題上的疑

慮。 

5. 結論 

本研究從傳統 GSM 的介紹，並引入 MSM
理論的可達矩陣算法，詳述筆者提案的 RGSM
的理論與其相關定理，以範例分析傳統 GSM
與可達 GSM 的異同之處。同時，以實例說明

RGSM在教育測驗上的應用。本論文貢獻如下： 
(1) GSM 與 RGSM 皆將資料重要度分層化與

關連結構化。如系統因子間的重要度排序與分

層，並分析其兩兩間的關聯，且達成結構化分

析。 
(2) GSM 與 RGSM 皆將資料分析研究與可視

化，亦即將數據採無參數統計的方法排序與分

類，並將其資料透過關聯結構圖的呈現，使數

理分析結果易於了解。 
(3) RGSM，應用於教育測驗的安定狀態等解

析。例如：教育上分析學生的學習路徑與學習

概念間的安定狀態。 
RGSM 保留原 GSM 的系統結構，而且利

用可達矩陣運算，做最精簡的簡約，以求最安

定的狀態解析。此模型結構不僅在於教育測驗

統計之應用上，在工學研究上，其有用性仍同

樣能期待。 
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附件： 

 

 
圖 6 GSM 結構圖( 1.0,3.0,2   ) 

資料來源：研究者自行繪製 
 

 
圖 7 GSM 簡式結構圖( 1.0,3.0,2   同上) 

資料來源：研究者自行繪製 
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圖 8 RGSM 簡式結構圖( 1.0,3.0,2   同上) 

資料來源：研究者自行繪製 
 
 


